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Informationen zur Mathematischen 
Musiktheorie

Thomas Noll

Nachstehend werden ausgewählte mathematische Ansätze zu Musiktheorie und Analyse 
in knapper Form portraitiert. Die dabei getroffene Auswahl konzentriert sich vor allem 
auf die Arbeiten von Guerino Mazzola und Mitarbeitern sowie auf Arbeiten, die von 
jenen angeregt worden sind. Eine Diskussion der Ergebnisse ist nicht Ziel dieses Textes.

Eine Besonderheit der Mazzola-Schule – im Vergleich etwa zu den in den Vereinigten 
Staaten von John Clough und David Lewin geprägten Schulen mathematischer Musik-
theorie – ist die besonders ausgeprägte Rolle mathematischer Theoriebildung. Die musik-
theoretische Auseinandersetzung mit diesen Untersuchungen bringt zwei Verständnis-
probleme mit sich. Das erste betrifft die Präsenz mathematischer Inhalte an sich, deren 
oft streng formale Darstellung nicht ohne gewisse Übung erschlossen werden kann. Die 
eigentliche Schwierigkeit besteht jedoch in der epistemologischen Auslotung der musi-
kalischen bzw. musiktheoretischen Bedeutungen jener mathematischen Inhalte. Der vor-
liegende Text versucht daher, unter Umgehung formaler Darstellungen mathematischer 
Inhalte, den Blick auf die interpretatorische Arbeit des mathematischen Musiktheoreti-
kers zu richten. Dies geschieht um den Preis von Auslassungen bzw. von Verharmlosun-
gen. Damit eignet sich dieser Text zwar nicht als Argumentationsbasis für eine aktive 
Auseinandersetzung mit den hier besprochenen Forschungen, er soll aber dem interes-
sierten Leser helfen, sich eine solche zu erarbeiten.

Mazzolas erste Monographie Gruppen und Kategorien in der Musik. Entwurf einer 
mathematischen Musiktheorie von 1985 verbindet vier Untersuchungsstränge: (a) die 
Erarbeitung eines theoretischen Rahmens, (b) Untersuchungen zu konkreten musiktheo-
retischen Fragen, (c) Analysen von Musikbeispielen hinsichtlich jener untersuchten Fra-
gen, (d) experimentelle Auslotung mathematischer Ideen in einer kompositorischen Stu-
die.

Der erste Untersuchungsstrang – die Erarbeitung einer mathematischen Metasprache 
für die Musiktheorie – spielt in Mazzolas Arbeiten eine zentrale Rolle. In der Struk-
turmathematik erschließt sich nämlich die Bedeutung eines mathematischen Objekts 
nicht zuletzt durch dessen Relation zu anderen mathematischen Objekten. Will man 
nun eine konkrete mathematische Struktur mit musiktheoretischen Inhalten beladen, so 
kann man strenggenommen nur dann die mathematische Bedeutung jener Struktur in die 
Musiktheorie übertragen, wenn man auch all jene anderen Strukturen musiktheoretisch 
mit›interpretiert‹, zu denen jene ausgewählte Struktur aufschlußreiche mathematische 
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Beziehungen aufweist. Auf den ersten Blick scheint allein dieser Gedanke ein Fall für 
Ockhams Messer zu sein, aber ein Seitenblick auf das in der Physik erfolgreich ange-
wandte Prinzip der kleinsten Wirkung zeigt, daß die Probleme tiefer liegen. Die For-
mulierung dieses Prinzips beruht nämlich darauf, die Welt des physikalisch Faktischen 
theoretisch zu erweitern, um sie dadurch besser zu verstehen. Einer Anwendung von 
Ockhams Messer bei klugem begriffschirurgischem Instinkt steht freilich auch in der 
mathematischen Musiktheorie nichts im Wege. Das Argument soll aber beispielhaft ver-
deutlichen, daß gute Gründe dafür sprechen, nicht bloß isolierte mathematische Struktu-
ren zum Ausgangspunkt musiktheoretischer Interpretation zu machen.

Bei zunehmender Breite von musiktheoretischen, musikanalytischen, musiktechno-
logischen und anderen Themen hat Mazzola seither parallel an der Erweiterung der 
mathematischen Theoriesprache gearbeitet und seine 2002 erschienene umfangreiche 
Monographie The Topos of Music – Geometric Logic of Concepts, Theory, and Perfor­
mance widmet den damit verbundenen mathematischen, semiologischen und epistemo-
logischen Fragen besondere Aufmerksamkeit.

Musiktheoretische Interpretationen affiner Abbildungen

Dieser Abschnitt faßt einige Ergebnisse mathematisch-musiktheoretischer Untersuchun-
gen zu Fragen der Harmonik und des Kontrapunkts zusammen. Was diese Untersuchun-
gen aus mathematischer Sicht verbindet, ist die besondere Rolle von affinen Abbildun-
gen auf Tönen, Intervallen, Akkorden bzw. Akkordgefügen. Warum sich das Interesse 
gerade auf solche Abbildungen richtet, soll folgende Vorüberlegung motivieren:

Die Verkettung von musikalischen Intervallen ist eine musiktheoretisch sinnvolle 
Interpretation des Addierens von Vektoren. Es gibt eine direkte und eine indirekte Mög-
lichkeit, einer solchen additiven Struktur gerecht zu werden. Der Akt des Transponie-
rens eines Akkordes oder eines Gefüges von Akkorden läßt sich als Translation interpre-
tieren, d. h. als Abbildung, die jeden Punkt eines Raumes um einen bestimmten Vektor 
verschiebt. Translationen sind also direkte Manifestationen des Addierens. Der Akt des 
Spiegelns eines Akkordes oder eines Gefüges von Akkorden an einem festen Spiegelungs-
zentrum hat dagegen die Eigenschaft, daß dabei alle inneren Intervallverhältnisse erhal-
ten bleiben (auch wenn jedes einzelne Intervall seine Richtung umkehrt). Insbesondere 
stimmt jede gespiegelte Summe mit der Summe der gespiegelten Summanden überein. 
Mathematische Abbildungen mit jener Eigenschaft, daß die Bilder von Summen mit den 
Summen der Bilder übereinstimmen (bzw. daß die Bilder von Vielfachen mit den Vielfa-
chen der Bilder übereinstimmen), nennt man linear. Sie verkörpern die Addition nur indi-
rekt, indem sie diese respektieren.

Spiegelungen mit verschiedenen Spiegelzentren sind untereinander durch Translatio-
nen verbunden. Die Kombination aus linearen Abbildungen und Translationen nennt man 
affine Abbildungen. ›Affin‹ meint dabei, daß die Richtungen, die man zwar von jedem 
Punkt aus verfügbar hat, auch im Zusammenhang betrachtet werden. Der abstrakte 
Begriff ›Quarte‹ etwa beinhaltet nicht nur die einzelnen isolierten Quart-Instanzen von 
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jedem Bezugston aus, sondern auch deren Zusammenhang als ›Quartfeld‹, das sich via 
Translation von Bezugston zu Bezugston über den ganzen Tonraum erstreckt.

Unter den Untersuchungen mit dem Ziel, musiktheoretische Fragen mit Hilfe affi-
ner Abbildungen neu zu formulieren und gegebenenfalls besser zu verstehen, verdient 
zunächst ein spezielles Modulationsmodell von Mazzola (1985) Erwähnung, zu dem 
später auch andere Autoren beigetragen haben. Es bezieht Anregungen aus Arnold 
Schönbergs Harmonielehre und versucht über die Untersuchung der in einer Modula-
tion verwendeten Stufen der Zieltonart Spuren einer Wechselwirkung derselben mit der 
Ausgangstonart auszumachen. Tonarten werden dabei als abstrakte diatonische Stufen-
gefüge im Zwölftonsystem beschrieben, d. h. ohne Auszeichnung einer Tonika und ohne 
Unterscheidung des Tongeschlechts. Die Wechselwirkung dieser Stufengefüge wird über 
Translationen bzw. Spiegelungen beschrieben. Man geht von einer die Zieltonart ein-
deutig kennzeichnenden minimalen Stufenmenge wie {II, V}, {IV, V}, {II, III}, {III, IV} 
oder {VII} aus und merkt sich die dabei verwendeten Töne. Dann sucht man die mit die-
sen wechselwirkenden Töne der Ausgangstonart auf und fügt die darunter befindlichen 
gemeinsamen Töne beider Tonarten zu der anfänglich gemerkten Tonmenge hinzu. Zu 
den anfänglich gewählten (eindeutig kennzeichnenden) Stufen treten als modulierende 
Stufen noch jene Stufen der Zieltonart hinzu, die ebenfalls aus der (ggf.) erweiterten Ton-
menge gebildet werden. Es sei zum Beispiel C die Ausgangsdiatonik und G die Zieldiato-
nik mit der durch den Leittonwechsel C-H induzierten Umkehrung als Wechselwirkung 
und es sei allein die VII. Stufe {F#, A, C} als minimales Kennzeichen für die G-Diatonik 
gewählt. Die Wechselwirkung vermittelt dann tonweise zwischen F# und F, A und D, 
sowie C und H und bezieht damit die VII. Stufe von G auf die VII. Stufe von C. Dabei 
sind die Töne H und D gemeinsame Töne beider Diatoniken und werden den schon 
gemerkten Tönen F#, A, C hinzugefügt. Als modulierende Stufen kommen damit noch 
III and V hinzu.

Das mathematische Modell legt diesem Verfahren noch Beschränkungen im Sinne 
eines ökonomieprinzips auf. Im Resultat ergibt sich eine Liste von 26 Wechselwirkungs-
modulationen. Ein weiterführendes kontrafaktisches Experiment von Daniel Muzzulini 
(1995) geht von der Überlegung aus, daß sich leitereigene Dreiklänge allgemein als Folge 
zweier Doppelschritte in einer 7tönigen Skala auffassen lassen. Seine Übertragung des 
obigen Verfahrens auf die entsprechenden Systeme von ›Dreiklangsgefügen‹ für alle 
7tönigen Skalen im Zwölftonsystem ergibt für die Diatonik eine Sonderstellung, weil die 
Zahl von 26 Wechselwirkungsmodulationen unter jenen 34 Skalen am kleinsten ist, bei 
denen man via Wechselwirkungsmodulation alle 12 ›Tonarten‹ erreichen kann. Mögli-
che Zusammenhänge mit anderen besonderen Eigenschaften der Diatonik im Zwölfton-
system (Maximal Evenness, Myhill-Property, Cardinality = Variety) sind aber nicht unter-
sucht worden.

Eine andere Untersuchung Mazzolas (1989, 1990) widmet sich der Rolle von Konso-
nanzen und Dissonanzen im zweistimmigen Kontrapunkt und ist durch den ausgespro-
chenen Dichotomie-Charakter dieses Begriffspaares motiviert, welcher von den psycho-
akustischen Beschreibungsebenen nicht erfaßt wird. Die Komplementarität zwischen 
den Konsonanzen und Dissonanzen wird durch eine affine Abbildung zwischen den 
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beiden Dichotomiehälften beschrieben, die Mazzola Autokomplementaritätsfunktion 
nennt. Bei der folgenden Beschreibung numerieren wir die Intervalle im Quintenzirkel, 
also 0 = Prime/Oktave, 1 = Quinte, 2 = große Sekunde, 3 = große Sexte, 4 = große Terz, 
5 = große Septime, 6 = Tritonus, 7 = kleine Sekunde, 8 = kleine Sexte, 9 = kleine Terz, 
10 = kleine Septime, 11 = Quarte. Die Dichotomiehälften sind dann {0, 1, 3, 4, 8, 9} und 
{2, 5, 6, 7, 10, 11}. Die Autokomplementaritätsfunktion tauscht jedes Intervall x mit dem 
Intervall 5x + 2 mod 12 aus, also die große Sekunde 2 mit der Prime 0, die große Sep-
time 5 mit der großen Sexte 3, den Tritonus 6 mit der kleinen Sexte 8, die Quarte 11 
mit der kleinen Terz 9 sowie die kleine Septime 10 mit der großen Terz 4 und die kleine 
Sekunde 7 mit der Quinte 1.

Diese Abbildung hat interessante Eigenschaften unter dem Gesichtspunkt der Klein- 
und Großterzverwandtschaft von Intervallen. Einerseits stellt man leicht fest, daß die 
Konsonanzen untereinander viele Terzverwandtschaften besitzen (Terzen zu Prime und 
Quinte, die Sexten zur Oktave etc.), d. h. die Konsonanzen liegen als Familie auf dem 
Terztorus nahe beieinander. Das gleiche gilt für die Dissonanzen untereinander.

Zudem ist die Autokomplementaritätsfunktion eine Zentralspiegelung des Terztorus, 
d. h. sie tauscht die Kleinterz-Verwandtschaftszyklen {0, 3, 6, 9} und {2, 5, 8, 11} unter-
einander aus, während sie den Zyklus {1, 4, 7, 10} in sich selbst spiegelt. Außerdem 
tauscht sie die jeweils diametral gegenüberliegenden Großterz-Verwandtschaftszyklen 
{1, 5, 9} und {7, 11, 3} bzw. {2, 6, 10} und {0, 8, 4} untereinander aus. Für die Komple-
mentarität der Konsonanzen und Dissonanzen bedeutet dies, daß je aufeinander bezo-
gene Intervalle weit entfernt voneinander liegen.

Die Dichotomiehälfte {0, 1, 3, 4, 8, 9} der Konsonanzen hat eine weitere bemerkens-
werte Eigenschaft, nämlich daß sie ein Monoid ist, d. h. daß alle Produkte dieser sechs 
Zahlen (mod 12) stets wieder unter diesen selbst anzutreffen sind. Für die Dissonanzen 
untereinander gilt dies in vielen Fällen nicht, insbesondere für die Multiplikation jeder 
Dissonanz mit sich selbst. Ich habe diese Eigenschaft als eine mögliche mathematische 
Erklärung für die Markiertheit der Dissonanzen betrachtet, die sich z. B. in deren Auf-
lösungsbedarf äußert. Insbesondere sind die schlußfähigen Konsonanzen 0, 1, 4, 9 idem-
potent, d. h. sie stimmen mit ihren eigenen Potenzen überein: 0�=0, 1�=1, 4�=4, 9�=9 
mod 12. Eine theoretische Bedeutung der Intervall-Multiplikation ergibt sich im Zusam-
menhang mit der Morphologie der Akkorde (siehe weiter unten).

Mazzola hat die Autokomplementaritätsfunktion im Rahmen eines Modells für rein 
konsonante Fortschreitungen benutzt, das eine Ableitung für das Quintenparallelen-
verbot und die Fuxschen Tritonusverbote beinhaltet.

Die Konsonanz/Dissonanz-Dichotomie kann auch in Form eines kontrafaktischen 
Arguments diskutiert werden. Rein kombinatorisch gibt es 924 Möglichkeiten, um aus 
den zwölf Intervallen {0, 1, 2, ..., 11} sechs konsonante Intervalle auszuwählen. Aber nur 
eine einzige von den dabei gewonnenen Dichotomien hat jene drei Eigenschaften der 
Autokomplementät, der Distanz der Dichotomiehälften und der Markiertheit: die ›fakti-
sche‹ Konsonanz/Dissonanz-Dichotomie {0, 1, 3, 4, 8, 9}/{2, 5, 6, 7, 10, 11}.

In eigenen Untersuchungen zur Morphologie der Akkorde (Noll 1995) dienen Ton-
perspektiven – gemeint sind die 144 affinen Abbildungen des Zwölftonsystems – zur 
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Modellierung von Akkordvertretung in der Funktionsharmonik. Dabei werden jene Ton-
perspektiven, die einen Akkord in sich selbst abbilden, als stabilisierende Eigenschaften 
desselben angesehen. Die Selbstperspektiven der Dur- und Molldreiklänge werden bei 
diesem Ansatz mit tonalen Funktionen assoziiert. Der Ansatz verbindet Hugo Riemanns 
Begriff eines beziehenden Tondenkens mit der mathematischen Überlegung, daß die 
Töne und Intervalle via affiner Abbildungen miteinander zusammenhängen. Das Bezie-
hen der Quinte C-G auf die große Sexte G-E bedeutet genaugenommen das Beziehen 
dieser Quinte auf eine quintverschobene ›Dreifach-Quinte‹ (modulo Oktave). Die damit 
festgelegte Tonperspektive überführt dann auch jeden anderen Ton x in den Ton 3x + 1 
mod 12. Also wird die große Sexte G-E ihrerseits (aufgrund des affinen Zusammenhangs) 
auf die kleine Terz E-G bezogen, da ja jede der drei Teilquinten aufgrund des Faktors 3 
in eine Sexte abgebildet wird, und damit die Sexte G – E (als ›Dreifach-Quinte‹) auf eine 
›Neunfach-Quinte‹, sprich: auf eine kleine Terz. Entscheidend für die Bezeichnung dieser 
Tonperspektive als Selbstperspektive des C-Dur-Dreiklangs ist die Tatsache, daß auch der 
Ton E seinerseits auf einen Ton dieses Dreiklangs bezogen wird – in diesem Falle auf G.

Ein wichtiger Bestandteil dieser Untersuchungen ist das Studium und die Interpreta-
tion der Verknüpfung mehrerer Tonperspektiven. Die Selbstperspektiven eines Akkor-
des bilden eine unter paarweiser Verknüpfung abgeschlossene Familie: ein Monoid. 
Daraus ergeben sich Anknüpfungspunkte an Hugo Riemanns Vorschlag, musikalisches 
Denken mit dem logischen Denken zu vergleichen. Im Kontext der Toposlogik von 
 Monoidaktionen auf Akkorden erhalten verallgemeinerte Wahrheitswerte genuin musi-
kalische Bedeutung (Noll 2004).

Klassifikation und Quasianalyse musikalischer Strukturen

Einen weiteren Untersuchungszweig, den neben Mazzola vor allem Harald Fripertinger 
systematisch erschlossen hat, bildet die Klassifikation mathematischer Strukturen, 
worunter sich solche mit besonderer musiktheoretischer Bedeutung befinden. Dahin-
ter steht das Bedürfnis, mathematisch-musiktheoretische Aussagen in einem geigneten 
Kontext zu formulieren und zu verstehen. Insbesondere spielt dabei das Paradigma der 
affinen Abbildungen eine bevorzugte Rolle. Für Akkorde oder Motive in verschiedenen 
Tonsystemen und rhythmischen Perioden liegen vollständige Listen von Repräsentanten 
bzw. zumindest deren Anzahlen vor.

Die systematische Suche nach mathematischen Strukturen mit musikalisch interes-
santen Eigenschaften ist auch aus kompositorischer Perspektive interessant. So hat Dan 
Tudor Vuza (1990) eine besondere Art rhythmischer Kanons konstruiert, deren Stim-
men einerseits niemals zusammentreffen, aber andererseits jeden Schlag abdecken. Die 
Besonderheit dieser Kanons ist, daß weder der innere Rhythmus, den die Stimmen je 
zeitversetzt spielen, noch der äußere Rhythmus der Stimmeinsätze völlig regelmäßig ist. 
Das einfachste bekannte Beispiel hat 6 Stimmen mit der Periode 72. Der innere Rhyth-
mus ist (0, 1, 5, 6, 12, 25, 29, 36, 42, 48, 49, 53) und der äußere Rhythmus ist (0, 8, 16, 
18, 26, 34). Emmanuel Amiot, Moreno Andreatta und Harald Fripertinger haben seither 
an der Untersuchung solcher Strukturen gearbeitet.
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Kanons sind ihrerseits ein sehr spezieller Fall des Zusammengesetztseins einer kom-
plexen musikalischen Struktur aus Bestandteilen. Mazzola hat der allgemeinen Thema-
tik globaler Kompositionen umfangreiche Untersuchungen gewidmet. Dabei handelt es 
sich um mathematische Objekte, deren Definitionen von Bernhard Riemanns Begriff der 
Mannigfaltigkeit inspiriert sind. Es sind nämlich bereits die Definitionen dieser globalen 
Objekte, die aus mehreren miteinander lokal verträglichen Definitionen zusammenge-
setzt sind. Vor diesem Hintergrund sind von mehreren Autoren konkrete Verfahren für 
die mathematische Untersuchung von Musikstücken entwickelt worden.

Eine interpretatorische Grundschwierigkeit musikalischer Analyse besteht darin, daß 
man mit der Isolierung von Teilen und der Untersuchung ihrer paradigmatischen und 
syntagmatischen Beziehungen zwar wertvolle Einsichten gewinnen kann, daß es aber 
deswegen nicht automatisch gerechtfertigt ist, diese Teile als Bestandteile der Musik im 
konstitutiven Sinne anzusehen. Dieser Einwand gilt allgemein, obgleich er sich bei eini-
gen in der mathematischen Musiktheorie entwickelten Ansätzen verschärft. Es ist daher 
hilfreich, wenn man im folgenden ›Analyse‹ im Sinne von Carnaps Begriff der Quasi-
analyse versteht.

Die Ansätze zur metrischen und melodischen Analyse sind zu experimentellen Zwek-
ken im Rahmen des Softwareprojektes RUBATO ausgearbeitet worden, welches musika-
lische Analyse und musikalische Gestaltung experimentell miteinander verknüpft.�

Bei der inneren metrischen Analyse werden die Inzidenzbeziehungen von lokalen 
Metren, d. h. von arithmetischen Folgen von Toneinsätzen untersucht. ›Innere metrische 
Analyse‹ meint, daß diese Metren in der Partitur selbst durch Toneinsätze oder andere 
Ereignisse exemplifiziert werden. Die Inzidenzbeziehungen werden durch innere metri-
sche Gewichte quantifiziert. Anja Volk hat in vielen Experimenten nachgewiesen, daß 
sich Metrizität im musikalischen Sinne anhand der Periodizitäten jenes inneren metri-
schen Gewichts untersuchen läßt.

Im Falle der melodischen Analyse kommen zwei Formen paradigmatischer Bezie-
hungen ins Spiel: Symmetrie und Ähnlichkeit. Das Interesse an einem (Quasi-)Bestand-
teil der Melodie richtet sich nach dem Vorhandensein anderer Bestandteile, die mit ihm 
bis auf Umkehrung, Augmentation, Diminution etc. übereinstimmen bzw. zu ihm ähn-
lich sind. Für die Bestimmung der Ähnlichkeit werden Gestaltparadigmen mit Hilfe von 
Topologien modelliert. Chantal Buteau hat dazu umfangreiche Untersuchungen ange-
stellt. Eine Konsequenz dieses rein paradigmatischen Interesses ist, daß sich die kon-
krete syntagmatische Kombinatorik der interessanten Bestandteile als empirisches Resul-
tat ergibt, die entweder als Gewicht quantifiziert werden kann oder ihrerseits zum Anlaß 
weiterer Untersuchungen dienen kann. Andreas Nestke hat hierzu zahlreiche kombina-
torische Untersuchungen durchgeführt.

1 http://www.rubato.org.
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